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Analytical Approximate Calculation for Electron Impact Ionization 
Generated Ion Charge State Densities 

The time-dependent development of ion charge state densities resulting from ionization 
of a gas by an electron beam has been calculated with a nonlinear system of coupled differential 
equations. In the approximation within the presented treatment the nonlinearity is caused 
by small contributions due to recombination processes. 

1. Einleitung 

Die Erzeugung von Ionen verschiedener Ladung 
durch Elektronenstoß in einem Gas wird im folgen-
den unter Berücksichtigung der zeitlichen Ent-
wicklung der Ladungsdichten durch ein System 
nichtlinearer Differentialgleichungen beschrieben. 
Mehrfach geladene Ionen können 

1. in einem direkten Stoßprozeß (Wirkungsquer-
schnitt oon) erzeugt werden: 

+ + wes + ep ' , (1) 

ep, ep' schnelles Primärelektron vor bzw. nach dem 
Stoß, 

es langsames Sekundärelektron und 
An+ w-fach positiv geladenes Ion; 

2. auch durch sukzessive Ionisation (Wirkungs-
querschnitt on - i tn, bei genügend langer Lebens-
dauer rn der Ionen entstehen. Die Auswahl der be-
rücksichtigten Rekombinationsprozesse soll in dieser 
Arbeit unter der Annahme des Coronamodells für 
das betreffende Gas erfolgen [1]: 

a) Ladungsaustausch zwischen einem w-fach und 
einem &-fach geladenen Ion unter Beschränkung 
auf Elektronenübergänge 

Ai++ A * + + ,4<fc+i)+. (2) 

b) Strahlungsrekombination. Sie soll nur über die 
erzeugten langsamen Sekundärelektronen erfolgen: 

At++ esAV-V++ h v . (3) 

Weiter seien: 
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rif (Ionen/cm3) = Dichte des i-ten Ladungszustan-
des, 

ne (Elektronen/cm3) = Dichte der Sekundärelek-
tronen, 

s 
ne = ^?pnp , (4) 

p=l 
s höchster berücksichtigter Ladungszustand, 
je (Elektronen/cm2 s) = Teilchenstromdichte des 

Primärelektronenstrahles, 
tne Stoßrate des Umladungsprozesses (2) und 
yi,i-1 Stoßrate für Strahlungsrekombination (3). 

Dann erhält man das Differentialgleichungs-
system 

S 8 
dn0/dt = — je n0 2 aok — no 2 r ° k U k + U l > 

i = l k = 2 
s i— 1 

dni/dt — — je Ui 2 (Jik + je 2 nk aki 
Ar = i +1 k = 0 
s i—2 

— ni 2 ra- nk — ni 2 rik nk (5) 
k=i+2 £=0 

s i — 1 
+ TOf-12 ri-1, k nk ni+i 2 k nk fc=i+l fc=0 
+ ni+1 ne yi+1, t — UiUe yi, — rn/n , 

i = 1,2, . . . . 

Mit der weiteren Vereinfachung, daß der Verlust 
des Neutralgases (no) durch Zufuhr dieses Gases 
verzögerungsfrei ausgeglichen wird (dno/d£ = 0), 
werden einige der bilinearen Summanden (nonk) 
linear. Das Differentialgleichungssystem (5) be-
kommt damit die Struktur 

s 
dni/dt = Qi + 2 ai* w* 

k=l 

+ 2 2 ß t n i n m , = (6) 1=1m=1 
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oder in Matrixform 
dn/dt = Q + A n -f q , 

(nA i'Qi 

qj = n B W) n . 
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und 

(7) 

2. Näherungslösung des Differentialgleichungs-
systems 

Wir definieren nW (k = 0, 1, 2, ...) als Lösungs-
vektor £-ter Annäherung 

n(0>: dnM/dt = Q + A nW 

mit der Anfangsbedingung 
i»(0) (0) = y0 . 

Die Lösung von (8) ergibt mit (9): 
n(0) (t) = {ext - 1} A - i Q + eKty0 , 

n(i): dn^/dt = A n<D - f Q + g « » , 

wobei 
/<7i(0)\ 

q(0) = ( j ] und = n<°> B«> n«» 
W ( 0 ) / 

gesetzt wird. 
Analog zu (11) kann der Lösungsvektor nW 

definiert werden: 
»<*>: dnW/dt = A »<*) + <? + g^" 1 * , 
q}(k-1) = „(fc-l) B«) re(fc-D . 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

Ci«) (*') = A - 1 Q eAt'BW eKt' A " 1 Q , (17a) 

C2 Ü ) (0 = \~iQBWeAt ' A - i Q , (17b) 
= (17 c) 

C4ö>(0 = ^ B « ) A-i <? (17d) 
gesetzt werden. 

3. Berechnung der Vektoren Jk{t) 

Für k = 1 machen wir den Ansatz 
/h <«(*) 

J1(t) = e~xtk1(l), k1(t) = l : 

W«>(o 
ifei«) (0 = A^IQ K«) eA< A * (? , 

wobei die konstante (s X s)-Matrizen sind. 
Durch Differenzieren und Vergleich mit dem 

Integranden von (16) für k= 1 erhält man schließ-
lich ein Gleichungssystem für die Matrizen K 

- 2 aim K<»> + A K<*> + K<*> A = BW , 
m= 1 

» = 1 ,2 , . . . , « , A = (<*,*). (20a) 

Analog lösen wir (16) für k = 2, mit dem Ansatz 
J2(*) = e-A<M(*)eA<, 

/md>(0\ 
M ( o = : , (isb) 

(12) \ «<•>(*)/ 
mü)(f) = *tf> + »tf>«. (19b) 

(13) 

(14) 
und 

X = 

W 

' id) ' 
u = 

[a)' 
Die exakte Lösung von (7) ist (Konvergenz voraus- Wir definieren die (s X s)-Matrizen 
gesetzt): 

n = lim ro<fc) . 
k-+ oo 

Mit dem Ansatz 
„(D(<) = ektz(t) 

erhält man aus (11) 
nW(t) = n<°>(0 - eA'y0 

+ eA ' {Ji(0 - / 2 (0 - Js(t) + Ji(t)} , (15) 
wobei 

Jk(t) = je-At'Ck(t')dt', k= 1,2,3,4. (16) 

(20b) 

C*(f') = 
ctw(n 

Durch Differenzieren von (18 b) und Vergleich mit 
dem Integranden von (16) für k = 2 erhält man 
W = - A ( X + U 0 + U + (X + U 0 A (21) 

und daraus 
[U, A] = U A — A U = 0 , (22) 
W = [X, A] + U. (23) 
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Transformiert man A auf eine Diagonalmatrix D 
A = SDS-i , (24) 

und setzt man 
X' = S-1XS, U' = S-1US, 
w = S-i W S , (25) 

so folgt 
[U',D] = 0 , (26) 
W = [X', D] + U'. (27) 

Mit W = (wik), D = U' = (<*) und X' = ( 4 ) 
folgt aus (27) 

u'u = w'ü , uile = 0, i 4= k, 
x'ik = witl(djcic — du), ij=k. (28) 

Die xü sind frei wählbar. Wir setzen x'u — 0. Man 
zeigt leicht, daß die Integrale (16) für k = 2 und 
k = 3 gleich sind. 

Das Integral (16) für k — 4 ergibt sofort 
JA(t) = A - i { l -e~At}k4, (29) 

/*4<»\ 
wobei = I | I ein konstanter Vektor mit 

U4(5)/ 
i4W = A-i(?Btf) A-i<? (30) 

ist. Damit ergibt sich schließlich als zweite Nähe-
rungslösung von (7) 

n(i) (t) = { - Cd) + eAt C(2) - 2 (X + U t) 
. eA<+ C(3) (<)}A-1(? 

mit den konstanten Matrizen 
Cd) = 1 + A i W , und 
C<2) = 1 + 2X + A - i W - L 

mit 

L = 
/<i>> 

JWj 

KJ) = Q A-iRö) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

und der von t abhängigen Matrix 

C<3>(*) = 
«3 

c3 

(1)' 

(8) 

(35) 

wobei die Zeilen Vektoren c fo lgendermaßen 
definiert sind: 

i3U) = Q A-i e*'Ky> eA<. (36) 

Zur Berechnung der Matrizen (32) bis (35) wurde 
ein Programm entwickelt, und die Näherungs-
lösungen von (7) wurden mit den durch ein Itera-
tionsverfahren (1) gewonnenen Lösungen für einen 
größeren Bereich der Eingabeparameter ver-
glichen. Die Übereinstimmung war zufrieden-
stellend. 

[ 1 ] G . Her tenberger , K . R o c h u . H . Winter , Z . N a t u r -
forsch . 2 8 a , 1 6 8 7 ( 1973 ) . I n dieser Arbe i t bef indet sich 
ein aus führ l i ches L i teraturverzeichnis . 


