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Analytical Approximate Calculation for Electron Impact Ionization

Generated Ion Charge State Densities

The time-dependent development of ion charge state densities resulting from ionization
of a gas by an electron beam has been calculated with a nonlinear system of coupled differential
equations. In the approximation within the presented treatment the nonlinearity is caused
by small contributions due to recombination processes.

1. Einleitung

Die Erzeugung von Ionen verschiedener Ladung
durch Elektronensto8 in einem Gas wird im folgen-
den unter Beriicksichtigung der zeitlichen Ent-
wicklung der Ladungsdichten durch ein System
nichtlinearer Differentialgleichungen beschrieben.
Mehrfach geladene Ionen kénnen

1. in einem direkten StoprozeB (Wirkungsquer-
schnitt o¢,) erzeugt werden:

ep + A% > A"+ L nes + ey, (1)
ep, ep’ schnelles Priméarelektron vor bzw. nach dem
StoB,
es langsames Sekundérelektron und

An+  m-fach positiv geladenes Ion;

2. auch durch sukzessive Ionisation (Wirkungs-
querschnitt ¢,-1,,, bei geniigend langer Lebens-
dauer 7, der Ionen entstehen. Die Auswahl der be-
riicksichtigten Rekombinationsprozesse soll in dieser
Arbeit unter der Annahme des Coronamodells fiir
das betreffende Gas erfolgen [1]:

a) Ladungsaustausch zwischen einem n-fach und
einem k-fach geladenen Ion unter Beschrinkung
auf Elektroneniibergénge

At + Ak+ > 4D+ L 4 E+D+ (2)

b) Strahlungsrekombination. Sie soll nur iiber die
erzeugten langsamen Sekundérelektronen erfolgen:

A+ ey —> AGD+ L by, (3)

Weiter seien:
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n; (Ionen/cm3) = Dichte des i-ten Ladungszustan-

des,
ne (Elektronen/cm3) = Dichte der Sekundéirelek-
tronen,
Ne = Z p7p, 4)

p=1
s hochster beriicksichtigter Ladungszustand,

je (Elektronen/ecm? s) = Teilchenstromdichte des

Primirelektronenstrahles,
Tir  Stofrate des Umladungsprozesses (2) und
vi,i-1 Stofrate fiir Strahlungsrekombination (3).

Dann erhdlt man das Differentialgleichungs-
system

dng/dt = —7enoz GOk—noZTOknk-i—nl e Y10 »
F=1 =2
i—1
dni/dt = — jen Z Oik + Je an Oki
k=i+1
2
= mz Tik Nk — "iz Tik Mk (5)
k= H—2 k=
i—1
+ ni— lzTi 1, knk+n:+1ZT'I+1 KMk
k=i+1

+ Mit1 Me Vis1,i — Mg Me Vi, i-1 — Ni[Ti s
1 =1,2, 50

Mit der weiteren Vereinfachung, daBl der Verlust
des Neutralgases (ng) durch Zufuhr dieses Gases
verzogerungsfrei ausgeglichen wird (dng/dt=0),
werden einige der bilinearen Summanden (ngng)
linear. Das Differentialgleichungssystem (5) be-
kommt damit die Struktur

8
dng/dt = Qi + > atix
k=1

8

+ z z ﬂlm ny M, %3 = ﬂ%) s

l=1m=1
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oder in Matrixform

dn/dt=Q+ An+q,

ny Q1 Q
n— E 5 Q = E i q — ( E 5
Ng Qs qs
¢gg=nBOn. (7)

2. Niherungslosung des Differentialgleichungs-
systems

Wir definieren n®) (k=0, 1,2, ...) als Losungs-
vektor k-ter Annaherung

n0): dn(O)/dt =Q+An® (8)
mit der Anfangsbedingung

n©®(0) =y,. 9)
Die Losung von (8) ergibt mit (9):

nO(t) = {eA' — 1} A-1Q + et yo,

nW: dnW/dt = A n® + Q + qO ,

wobei

(10)
(11)

Q@
q(O) = und QJ(O) = n© B® n©
s ©
gesetzt wird.
Analog zu (11) kann der Losungsvektor n(®
definiert werden:
n(k) . dn(k)/dt — A nk) -+ Q + q(k'—l) ;
g *-D) = R&-D BO) pk-D

(12)

Die exakte Losung von (7) ist (Konvergenz voraus-
gesetzt):

n = limn®)

k—>o0
Mit dem Ansatz
n(t) = eAlz(t)

(13)

(14)
erhilt man aus (11)
R (1) = nO (t) — eAyo

+ A I () — Ja2(t) — Ja(t) + Ja(®)}, (15)

wobei
t

Je(t)= [e A Cr(t) ', k=1,2,3,4. (16)
0
CrO ()
Ci(t') = : :

Ck(;) (t’)

und
A N e .
C1N () =A-1QeA'BWAYA-1Q,  (17a)
il o
O (t') = A-1QBW A" A-1Q, (17b)
.
O3 (t')=A-1Qer" BOA-1Q, (17¢)
P S
Cih(t')y=A"1QBMA-1Q (17d)
gesetzt werden.
3. Berechnung der Vektoren J (¢)
Fiir £ = 1 machen wir den Ansatz
(@)
i) =e Mk (t), ki(t) = : (18a)
k1 (t)
P il
k1D () = A-1QeA KW AL A-1Q, (19a)

wobei die K¢ konstante (s X s)-Matrizen sind.
Durch Differenzieren und Vergleich mit dem

Integranden von (16) fiir k=1 erhilt man schlief3-

lich ein Gleichungssystem fiir die Matrizen K@ :

- i“im Km - AK® L K®A=BO,

m=1
1=1,2,...,8, A= (k).

(20a)

Analog 16sen wir (16) fiir k=2, mit dem Ansatz
Jo(t) = e ALM(t) A,

m® (t)
M(t) = : ; (18Db)
m( (t)
mo)(t) = x0) +udt. (19D)
Wir definieren die (s X s)-Matrizen
x(1) a)
X=| : , U= -
D) AT
und
QX-1B®W
W= (20Db)
Q X1 B®

Durch Differenzieren von (18b) und Vergleich mit
dem Integranden von (16) fiir k=2 erhilt man

W=—-AX+Ut)+U+X+TUtA (21)
und daraus
[UyA]=UA—-AU=0, (22)
W=[XA]+U. (23)
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Transformiert man A auf eine Diagonalmatrix D

A=8DS§1, (24)
und setzt man
X'=81XS§, U =81US,
W =81WS§, (25)
so folgt
[U,D]=0, (26)
W=[X,D]+T". (27)

Mit W' = (w}), D= (dir), U' = (uj) und X' = ()
folgt aus (27)
uy=wy, ug=0, i=*k,
xy = wi/(dex — du), T+k.

Die z;; sind frei wihlbar. Wir setzen xj;=0. Man
zeigt leicht, daBl die Integrale (16) fiir k=2 und
k=3 gleich sind.

Das Integral (16) fiir k=4 ergibt sofort

(28)

Jat) =A-1{1 —e A} [y, (29)
kg
wobei kg =| - ein konstanter Vektor mit
kg ®
N —
ks =A-1QBWA-1Q (30)

ist. Damit ergibt sich schlieBlich als zweite Néhe-
rungslosung von (7)

[1] G. Hertenberger, K. Roch u. H. Winter, Z. Natur-
forsch. 28a, 1687 (1973). In dieser Arbeit befindet sich
ein ausfithrliches Literaturverzeichnis.

nD ()= {— CW 4 AC@ —2(X +TU¥)

ceAt L CO ()} A1Q (31)
mit den konstanten Matrizen
CH=1+A-1W, und (32)
CD=14+2X4+A-1W—-L (33)
mit
o) 3 o
L= , 1) =QA-1K® (34)
1®
und der von ¢ abhéngigen Matrix
e3
Cd(t) = : , (35)
c3®

wobei die Zeilenvektoren c3? folgendermaBen
definiert sind :

G — Q A-1 ALK () oAl | (36)
Zur Berechnung der Matrizen (32) bis (35) wurde
ein Programm entwickelt, und die Naherungs-
l6sungen von (7) wurden mit den durch ein Itera-
tionsverfahren (1) gewonnenen Losungen fiir einen
groBeren Bereich der Eingabeparameter ver-
glichen. Die Ubereinstimmung war zufrieden-
stellend.



